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Resumen

Ennumerosos problemas de lamecdnica estadistica aplicada, como es el caso de los fenémenos
de transporte, las denominadas derivadas bajo la integral han sido una herramienta
importante e interesante de explotar, ya que en el estudio de sistemas ingenieriles, es posible
realizar una caracterizacién de su comportamiento y conocer sus propiedades més generales
a partir de sus derivadas bajo la integral. Concretamente en el entorno de las matemadticas
avanzadas, el tratamiento de la derivada bajo la integral recibe el nombre de regla de
Leibnitz y se encuentra en algunos textos de andlisis matemdtico. En este articulo se hace
la demostracidn de este teorema en el caso real y asi contribuir a una mejor comprension a
matemadticos, Ingenieros y Fisicos.

Palabras claves: Regla de Leibnitz, fendmenos de transporte, mecdnica estadistica, derivada
bajo la integral.

Abstract

In numerous problems of applied statistical mechanics, such as the case of transport
phenomena, the so-called derivatives under the integral have been an important and
interesting tool to exploit, since in the study of these type of engineering systems, it is possible
to perform a characterization of their behavior and know its general properties from their
derivatives under the integral. Specifically, in the advanced mathematics, the treatment of
the derivative under the integral is called the Leib- nitz’s rule available in some mathematical
analysis books. In the present paper the demonstration of this theorem is achieved in the real
case contributing to a better understanding from mathematicians, engineers and physicists.
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1. Introduccion

n diversas dreas de la ingenieria, especialmente aquellas que han sido el

motor del desarrollo econémico y tecnoldgico, como la ingenieria quimi-
ca e industrial, la hidrodinamica, la termodinamica, y concretamente todos
aquellos campos relacionados con el disefio de maquinaria industrial, se han
venido continuamente desarrollando complejos modelos fisicomatematicos
para la descripcién, modelacion y prediccién de su funcionamiento 3. En
esta tarea muy a menudo se requiere de la implementacién de leyes fisicas
como laley de Fick 451 (que permite describir procesos de difusion de materia
o energia en un medio en el que inicialmente no existe equilibrio quimico o
térmico), la ecuacién de Navier-Stokes [5¢1 (que modela el comportamiento
de fluidos viscosos), o la Ecuacién diferencial de Bernoulli 571 (que puede uti-
lizarse para describir el movimiento de material particulado en fluidos en un
regimen de altas velocidades que da origen comportamientos no lineales),
y entre muchas otras ['3571. Dada la naturaleza no lineal de muchas de estas
leyes y de la inexistencia de metodos generalizados de solucién, muchos in-
vestigadores optan por soluciones heuristicas o numéricas %1 que tratan
de superar algunas dificultades en cuanto a soluciones exactas se refieren,
para obtener resultados cuasi-exactos que describan adecuadamente el fe-
némeno de interés. No obstante se contintdan elaborando desarrollos y ana-
lisis que permitan darle solidez a la construccidn de soluciones analiticas. En
este proceso de construccidn una de las herramientas utilizadas es la regla
de Leibnitz, que aparece en la deduccién analitica de muchos modelos de
fisica e ingenieria y es de gran utilidad para encontrar la solucién de dichos
modelos, por lo que nos ha parecido importante dar a conocer este teorema
y cuyo objetivo principal de este trabajo es enunciar y demostrar la regla de
Leibnitz en R formalmente como un teorema que permite intercambiar las
operaciones de derivacion e integraicon.

Existen multiples aplicaciones de la regla de Leibnitz en el campo de la in-
genieria, a modo de ejemplo, ella surge naturalmente en la deduccién de un
modelo de ecuaciones diferenciales parciales cuasi lineales que describen el
funcionamiento de los molinos de bolas utilizados en la industria del cemen-
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to [, Se encuentran tambien en la literatura trabajos que muestran versio-
nes mas generales que incluyen las condiciones necesarias y suficientes para
intercambiar una integral y una derivada como puede verse en [31. Un clasico
error proveniente del uso injustificado de dicho intercambio, cometido origi-
nalmente por Cauchy, se encuentra y discute en 4],

Alo largo de este trabajo, las definiciones de funcidn continua, intervalo
abierto, intervalo cerrado corresponden a las definiciones tipicas utilizadas
en el calculo elemental, ademads serdn definidos en R, el cual es el conjunto
de los nudmeros reales y se impondra la condicién de que sea uniformemen-
te continua en sus dos variables. En R en un dominio cerrado, es suficiente
que sea continua. Esta ultima condicién implica la condicién de que la deriva-
da parcial de f sea integrable en, esto nos da el resultado que probaremos
a continuacién y que aparece también en [}, una prueba mds general utili-
zando la integral de Lebesgue puede ser encontrada en ['*], donde ademaas
imitaremos algunos de los pasos para demostrar la parte real.

2. Demostracion de la Regla de Leibnitz

Teorema 1. Sean I, ] intervalos reales no triviales, con I compacto y ] abierto.
Sea f : I x ] — Runa funcidn tal que:

a) f(e,y)esintegrableenlparatodoy €]

b) f(x *)esderivable en ] para todo x € I.

Supongamos ademds que g—f es continuaen| x J. Entonces:
Y
0
a) —f f(-,y) es integrable para todo y € ]

b) ff (x,y )dx es derivable con derivada contmua enJparatodox € I.

Y se cumple la regla de derivacion bajo la integral ff(xy)dx f*(x y)dx
paratodo y € J.

Demostracion. Sea y €] fijo. La derivada de la funcién ff(xy)dx con
respecto ayes, hm ff (xy +h)dx - f(xy)dx ff(xy)dxy que este
limite esf f(xy]dx

Sea e€> 0. Tomemos d>0 suficientemente pequefio de manera que
[y-dy+d] <] por hipdtesis % es continua en [ x J y por tanto continua
enlx[y-dy+d]y como Ix[y-dy+d]es cerrado entonces por el teore-
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ma 5, f es uniformemente continua en I x [y —d, y +d], asi podemos elegir un
0 <0 # d tal que | z(x Y1) — gy(x Y2) |< ‘;‘ para todo z € I, para todo
yi,Y» € [y — d,y + dltalesque | y; —y, [< 6.(x)

Tomemos ahora cualquier h € R con|h| < 0, b # 0. Elteorema del valor
medio asegura que para cada x € I hay un cierto Y= en el intervalo deli-
mitado por z y y + h tal que E(f(x,y +h) — f(z,y) = a—(a;yz). Esto nos
permite probar que el limite que define la derivada de f con respectoa y es
UmﬂWmethﬁmyg;Jf@x@?jayWADhﬂay@%%)—ay@z@lé|;y

Entonces, como —= es también integrable en I (ya que es continua), es-
tamos en condicion de probar que el limite de la derivada y de la funcién

’ f(z,y)dz existe y es el esperado

|1</ (2,9 +h) — /fxyd:z:) /a 2,)

(G xy+mmﬂxw>é£@yQM|

< [1 (Gt +me = e - e ) Las

~ [1(Fww - Fw) 1= [ e

Que es precisamente la derivada de [ f(x,y)dz por medio de la definicidn
de limite. Con esto tenemos que di If(x,y)dx = Ia—(x,y)d:z. Es necesario
comprobar que laderivadaes continua Seay € J encualquiera,ydado € > 0
elijamos d,§ > Oigual que en (*). Entonces para h € R,|h| < §, porteorema 7.

8
_ < —dx =€,
|/13 (z,y)dx /8 xy+hdz|</\ :Uy+h)|da: /|I|da:
luego la derivada es continua.

Lema 2. Sean I, J intervalos reales no triviales, con I cerrado y J abierto.
Sea f : I x J — R una funcién continua tal que f(x,e)es derivable en J para
todo = € I. Supongamos ademds que 87, es continua en I x J. Fijemos to€ 1.
Entonces, la funcién: G : I x J — R (t,y) — / f(z,y)dz Es derivable en cual-
quier punto del interior de I x J. o

Demostracién. Calculemos las derivadas parciales de G y veamos que son
continuas; entonces G seria diferenciable en los puntos interiores. El teorema
fundamental del calculo dice que para (¢,\) € I x J, pr flz,y)de = f(ty)
la cual es una funcidn continua. De otro lado, la funcidn foesté en las hipdte-
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sis del teorema anterior en cualquier conjunto [to, } x Jcont € I, luego

d 0
G tiene derivada parcial con respecto a y asi a f(x, y)dr = / afif(z?y)dﬂﬁ
to to
(Observar que se cumple sin importar si t es mayor o menor que ty. Veamos

que esta funcién es continuaen I x J.Sea (t,y) € I x J, y € > 0. O

Elijamos ¢ > 0 tal que [y—d,y+ 48 CJ y para todo hcon|h|<d,
/|— z,y)dr — —(z y+h)|de < ‘ 5 (esto es posible en virtud de la parte final de
la demostracnon del teorema anterlor) Elijamos también una cota M > 0de
gjyc enelcerrado I x [y — 4§,y + d] y veamos que en efecto / oy (z,y)dz es con-
tinua. Entonces, para hi,he € R tales que |h,] < |h2\ <.

t
[ St [ s byt -
Lo

t—h1
[ et [ F s haad

to

to
:I/ afy(w,y)dx— </ é/c(ﬂsvwhz)dw
t—h1
+/ gf(a: Y+ hz)dm>| =

|/ <8f dx—gjyc(x y+h2)>

of
=+ x,y + ho)dx
/ (.t ha)da

Lol o1
< —(z,y)dr — = (x,y + ho)|dx
< [ 5@ = Sy

of
—(x,y + ho)dx
[ Sy @t hads

0
/|— x,y)dx — 85;(:1: Y+ he)ldx + |h|M

+1

2 2

Corolario 3. (regla de derivacién de Leibnitz). Sean I, J intervalos reales
no triviales, con I cerrado y J abierto. Sea f : I X J — R una funcién conti-
nuaen I x J.talque f(z,e)es derivableen J paratodo = € I supongamos ade-

mds que y €5 continuaenI x J.Seat, € I'y g : J — Iuna funcién derivable.
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Entonces,

a) %(,’m en integrable para todo y € J

9(v)
b) f(z,y)dz es derivable en J para todo x € J y se cumple la regla

9(y) of

L vl I ()
de derivacion de Leibnitz, di f@y)dy = f(g(y), y)g,(y)+/g y 87(% W)y
to Yy

paratodoy € J fo

Demostracion.Sea H = G o F
J—R

9(y)
y — f(z,y)dz

to
Donde G es la funcién del lema anteriory F': J — I x J

Luego derivando H con laregla de la cadena se tiene:
H'(y) = ¢'(f(y)) - F'(y)

d 9w

— x,y)dx
), fz,y)

= lf(g(y),y) /t g(y)gjyc(x,y)dw] {g/(ly) ]

d 9w

dy to
) 9(y) of

— S g W+ [ G s

to ay
]

Corolario 4 (regla de derivacién de Leibnitz). Sean I, J intervalos reales no
triviales, con I cerradoy J abierto. Sea f : I x J — R una funcién continua
en I x J.tal que f(x,e)es derivable en .J para todo « € I supongamos ademds
que 0—5 es continuaen I x J.Sean h,g : J — I una funcién derivable.

Entonces,

a) %(ny) en integrable para todo y € J

9(y)

b) f(z,y)dx esderivableen J paratodox € Jysecumplelareglade
. LY h(é) L d 9w 9(y) af (z,y)
derivacion de Leibnitz, —— f(z,y)de = / T;dmﬂc(g(y)’ g (y)—
h(y)

f(h(z),y) - W (y) dy Jy,
9(y) x,y)dz
- /h<y> {af(ayy)d * % [%ﬂx’y)} }dx
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d 9w d 9(y) 9(z)
Demostracién. —— f(z,y)dx = d7[ fz,y)dz+ flz,y)dx
@y Jny) A0 to
d [ h(y)f( \d g(y)f( d }
= - z,y)ar  + x,y)ax
dy to to

por el corolario anterior se tiene:

~(#rty).y) - 1)

+ /th(y) gg(x,y)d:v>

0

+ (f(g(y%y) -9'(y)
-|—/tg(y)af(x,y)d:p)

o Oy
B d 9(y) J
+£9W), 99" (y)-9'(y)— f(h(y),y)-
' (y) O
Conclusiones

En este trabajo se demostrd la regla de Leibnitz que permite realizar in-
tercambios de las operaciones de derivacion e integracidn, sirviendo como
herramienta en la deduccién analitica de muchos modelos en ingenieria, de
esta manera pueda ser utilizada con comodidad en deducciones y cdlculos
matematicos. En este proceso se did a conocer las condiciones que se de-
ben tener en cuenta para que la derivacién bajo el signo integral pueda ser
utilizada sin errores toda vez que en muchos campos este teorema se da por
supuesto. Finalmente, motivados por la escasez de trabajos donde se discuta
la prueba de la regla de Leibnitz, se ha logrado demostrar su validez para el
caso real. Esto debido a que en los casos reales se encuentra un gran po-
tencial para aplicaciones en diversos campos de la ingenieria y en la mayoria
de textos de analisis donde aparece la prueba esta se encuentra con resulta-
dos mas generales utilizando la integral de Lebesgue.

Rev. CINTEX, ISSN:0122-350X, Vol. 21, N° 1, enero-junio 2016 21



Fulla, et al. / Andlisis de la derivacion bajo el signo integral

Referencias

[1]

(2]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

22

B. Alder, S.Fernbach, M. Rotenberg, Met- hods In Computational Physics- Funda-
mental Methods in Hydrodynamics, Academic Press Inc, New york, 1994.

S. Bayin, Essentials of Mathematical Methods in Science and Engineering, Wiley,
New Jersey, 2008.

S. Bayin, Mathematical Methods in Science and Engineering, Wiley, New Jersey,
2006.

K.T. Tang, Mathematical Methods for En- gineers and Scientists, Springer, Berlin,
2007.

G. Arfken, H. Webwe, Mathematical Methods for Physicists, Elsevier, USA, 2005.

S. Hassani, Mathematical Methods for Stu- dents of Physics and Related Fields,
Sprin- ger, Berlin, 2009.

D. Duffy, Transform Methods for Solving Partial Differential Equations, Chapman
and Hall, USA, 2004.

R. Courant, D. Hilbert, Methods of Mathe- matical Physics, John Wiley and Sons,
New York, 1966.

B. Koren, K. Vuik, Advanced Computational Methods in Science and Engineering,
Springer, Berlin, 2010.
l. Prigogine, Advances in Chemical Physics, Jhon Wiley and Sons, USA, 1996.

I. E. Rivera Madrid , B. Alvarez Rodriguez , O. Bustamante, O. J. Restrepo Baena, J.
M. Menendez- Aguado. Ceramic ball wear prediction in tumbling mills as a grinding
media selection tool, Powder Technol.268(2014) 373-376.

l. E. Rivera Madrid, Aplicacion de un modelo de balance poblacional a un Molino de
bolas en la industria del cemento. Ingenieria y ciencia, vol. 10,n°19,enero-junio 2014.

E. Talvila. Some divergent trigonometric integrals. Amer. Math. Monthly 108 (2001),
no.5, 432-436.ArXiv: math.CA/o101011.

E. Talvila. Necessary and sufficient conditions for differentiating under the integral
sign.Amer. Math. Monthly 108 (2001), no. 6, 544-548. arXiv: math.CA/0o101012.

R. Courant y F. John, Introduction to Calculus and Analysis, Volume 1l/2.Springer,
2000.

J. A. Cafiizo Rincén, Derivacion bajo la integral. http://www.mat.uab.cat/~canizo/

tex/.



